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Introduction 

Soit X une variété compacte kàhlérienne dont le revêtement universel X est isomor- 
phe au produit Yl iEl U{ de variétés complexes lisses et sur lequel le groupe iri(X) agit 
diagonalement. La décomposition T x = ®i<zip* i T Ui induit alors une décomposition de T x 
en somme directe de sous-fibrés intégrables. Ce travail contribue à l'étude de l'assertion 
réciproque et complète les résultats déjà obtenus par Beauville ([Bl]) : 

Théorème 1. — Soient X une variété projective lisse de dimension n > 1 dont le fibré tan- 
gent est totalement décomposé et Tx = M\ © • • • © M n ladite décomposition. On suppose 
que les fibrés ©, g /Mj sont intégrables, pour tout ensemble d'indices I G {1, . . . ,n}. Le 
revêtement universel X de X est alors produit de surfaces de Riemann et la décomposition 
de Tx est induite par la décomposition canonique de T x . 

Rappelons qu'une variété projective lisse est dite minimale si K x est numériquement 
effectif. 

Théorème 2. — Soit X une variété projective lisse minimale de dimension n > 1 dont 
le fibré tangent est totalement décomposé. Le revêtement universel X de X est alors pro- 
duit de surfaces de Riemann et la décomposition de T x est induite par la décomposition 
canonique de T x . 

Nous démontrons ces résultats en exhibant une fibration lisse de X munie d'une con- 
nexion intégrable compatible à la décomposition de Tx- 

Remerciements.— Je tiens à exprimer toute ma gratitude à Arnaud Beauville pour 
m'avoir soumis ce problème et pour l'aide qu'il m'a apportée. 

DÉMONSRATION DES THEOREMES 

Lemme 1 ([Bl] lemme 3.1). — Soient X une variété lisse et E un facteur direct de Tx- 
La classe d'AUyah at(E) G ^(X, Çî x © Snd(E)) provient de H 1 (X, E* © Snd(E)). En 
particulier, tout élément de H r (X,Q r x ) donné par un polynôme en les classes de Chern 
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de E est nul, pour r strictement plus grand que le rang de E. 

Corollaire 1. — Soient X une variété projective lisse de dimension n > 1, E un facteur 
direct de T X de rang 1 et C C X une courbe rationnelle irréductible. Alors deg(E\ c ) = 
ou deg(E\ c ) > 2. 

Démonstration.— Soit P 1 — ^ C la normalisation de C. Supposons deg(E\ c ) < 1 ; le 
groupe de cohomologie H 1 (F 1 , E* ¥l ) est donc nul. Considérons le diagramme commutatif 

H\X,E*) ► H^X,^) 

^(P 1 ,^) > if^P 1 ,^) 

L'élément c\{E) G H 1 {X,Vt x ) provient de ^{X.E*) (lemme 1) ; son image ci(£jpi) = 
o\eg(E\ c ) dans iï 1 (P 1 ,fipi) est donc nulle, ce qui prouve le corollaire. 

Corollaire 2.— Soient X une variété projective lisse de dimension n > 1 dont le fibré 
tangent est totalement décomposé et P 1 — > X un morphisme non constant. Alors X 
n'est pas minimale. 

Démonstration.— Ecrivons v*T x = Opi(ai) © •■• © Opi(a n ) avec ai > • • • > a n > 

(corollaire 1). L'application tangente Tpi v*T x étant génériquement injective, on a 
ai > 2. On en déduit deg(i> *K X ) < — 2 et X n'est donc pas minimale. 

Soit X une variété projective lisse complexe. Le produit d'intersection entre 1-cycles 
et diviseurs met en dualité les deux espaces vectoriels réels Ni(X) = ({1-cycles}/ =) ©M 
et iV^X) = ({diviseurs}/ =) ©P, où = désigne l'équivalence numérique. Soit NE(X) C 
Ni(X) le cône engendré par les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extrémale est une 
demi-droite R dans NE(X), adhérence de NE(X) dans Ni(X), vérifiant K X .R* < et 
telle que pour tout Z 1 , Z 2 E ~NË(X), si Z 1 + Z 2 G R alors Z 1 , Z 2 G R ([M2]). Une courbe 
rationnelle extrémale est une courbe rationnelle irréductible Co telle que M + [Co] soit une 
raie extrémale et telle que —K x .Cq < dimX + 1. Si X est une variété projective lisse non 
minimale alors X contient une courbe rationnelle extrémale ([M2] thm. 1.5). La longueur 
de la raie extrémale R est ([W]) : 

£(R) = inf{— K X .C\C étant une courbe rationnelle et C G R}. 

L'étude des courbes rationnelles extrémales sur les variétés dont le fibré tangent est 
totalement décomposé fait l'objet du : 

Lemme 2.— Soit X une variété projective lisse non minimale de dimension n > 1 dont le 
fibré tangent est totalement décomposé. Il existe alors un revêtement étale fini Z — > X 
tel que Z soit un fibré en droites projectives pour la topologie étale. 

Démonstration.— Soit R = P + [Co] une raie extrémale engendrée par une courbe ra- 
tionnelle C telle que £(R) = -K X .C . Notons P 1 C la normalisation de C . 
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Les hypothèses faîtes entraînent la lissité du schéma Hom(P 1 ,X) (corollaire 1). Soit 
V C Hom(P 1 ,X) la composante connexe (de dimension £(R) + n) contenant le point 
v . Le groupe G = PGL 2 (C) agit de manière naturelle sur V par la formule g.v = vg~ x . 
Soient Chow(X) la variété projective paramétrant les 1-cycles effectifs et V Chow(X) 
le morphisme naturel G-équivariant qui à P 1 — —> X associe le 1-cycle v (P 1 ) (v est bira- 
tionnel au dessus de v (P 1 ))- Enfin, soit Y la normalisation de cx(V) dans le corps k(V) G . 
Alors Y est le quotient géométrique de V par G et l'action de G sur V est libre ([Ml] lemme 
9 et [W] Appendice A4) ; Y est une variété projective et lisse de dimension n + £(R) — 3. 
Soit F 1 x V X x F le morphisme naturel et soit Z = Spec((F*C P i x y) G '). Alors Z 
est le quotient géométrique de P 1 x V par G, l'action de G étant donnée par la formule 
g.(z,v) = (g(,z), -ug" 1 ) ; Z est une variété projective et lisse de dimension n + £{R) — 2 
et Z — > Y est un fibré en droites projectives pour la topologie étale ([Ml] p. 603). Le 
morphisme universel G-équivariant P 1 x V — > X (l'action de G sur X étant triviale) est 
lisse ([K] II 3.5.4) et induit un morphisme propre et lisse Z — > X de dimension relative 
£(R) - 2. 

Montrons que £{R) = 2. Soit v G V. Ecrivons v*T x = O r >i(a 1 ) © • • • © ¥ i(a n ) avec 
ai > • • • > a n > et a± > 2. Il existe un ouvert U C V non vide tel que le n-uplet 
(ai, • • • , a n ) soit indépendant de v G U. Considérons le morphisme : 

V — X xX 

v ► (f(0),f(oo)) 

La différentielle de ip est donnée par la formule ([K] II 3.4) : 

H {F\v*Tx) v*T x © fc(0) © v*T x © fc(oo) 

s > (s(0),s(oo)) 

Calculons le rang de ladite différentielle. Considérons les applications linéaires (dip)i(v) 
(1 < i < n) : 

H (F 1 ,O F i(a i )) »• Cpi(ai) © fc(0) @ Opifa) © A;(oo) 

Si > (Si(0),Si(oo)) 

Le rang de (dip{y))i est 2 si > 1 et 1 si = 0, de sorte que, pour v G U : 

rang(d , 0(i;)) = 2Card{i|aj > 1} + Card{i|aj = 0}. 

Evaluons la dimension de l'image de ■0. Soient p et q les projections de X x X sur 
chacun des facteurs. Le morphisme Z — >■ X étant propre et lisse, p(Im(^)) = X. Si 
x G p(Im(^)) = X, p~ 1 (x) fi Im(^) s'identifie, via la projection g, au lieu des points de 
X par lesquels il passe une courbe rationnelle ^(P 1 ) (v G V) contenant x et sa dimension 
est donc au moins £(R) — 1 ([W] 1.11). Il en résulte que la dimension de l'image de ip est 
au moins égale à n + £(R) — 1. On a donc : 

n 

dim(Im(V>)) = 2Card{iK > 1} + Card{i| ai = 0} > n + £{R) - 1 = n - 1 + ^ a*. 

i=i 



Comme ai > 2 : 

n 

n-l + ^aj>n-l + 2 + (Card{i|a; > 1} - 1) = 2Card{î|a; > 1} + Card{i|a; = 0}. 

i=l 

D'où : 

Card{i|a; > 1} = £(R) -1 = ^^-1 

i=l 

On en déduit £(i?) = 2 et (ai,-- - , a n ) = (2, 0, • • • , 0) puisque a ; = ou bien a-i > 2 
(corollaire 1). Le morphisme Z — > X est dont un revêtement étale fini, ce qui termine 
la preuve du lemme. 

Corollaire 3.— Soit X une variété projective lisse de dimension n > 1 dont le fibré 
tangent est totalement décomposé. Alors X est uniréglée si et seulement si X n'est pas 
minimale. 

Démonstration.— Si X est uniréglée alors X n'est pas minimale par le corollaire 2. Sup- 
posons inversement X non minimale ; le lemme 2 entraînent l'existence d'un revêtement 
étale fini Z de X, avec Z uniréglée. La variété X est donc uniréglée, ce qui termine la 
preuve du corollaire. 

Soient X et Y deux variétés projectives lisses et X — Y un morphisme lisse. Une 
connexion sur est un scindage de la suite exacte 

— ► — ► tt x — ► tt x/Y — ► 0, 

c'est-à-dire un sous-fibré E C Vl x tel que le morphisme E — ► Q X /y induit par la projec- 
tion Q x — > ^x/y so ^ un isomorphisme. La connexion est dite intégrable si dE C E /\Vl l x 
ou bien, ce qui est équivalent, si le noyau de la surjection Tx — > E* est intégrable au 
sens usuel. Le morphisme est alors analytiquement localement trivial de fibre F et X 
s'identifie au quotient de Y x E par le groupe fti(Y) agissant diagonalement où Y est le 
revêtement universel de Y ; le scindage Çl x = 4>*Vl\ © E se relève en la décomposition 
4 xF = 4©^([Bl]4.5). 

Proposition l.—Si le théorème 1 est vrai en dimension n > 1, il est vrai en dimen- 
sion n + 1 pour les variétés non minimales. 

Démonstration.— Soient X une variété projective lisse non minimale de dimension n + 1 
(n > 1) dont le fibré cotangent est totalement décomposé et Q x — L\ © • • • © L n+ i ladite 
décomposition. Quitte à passer à un revêtement étale, on peut toujours supposer qu'il 

existe une variété projective lisse Y de dimension n et un morphisme X Y dont les 
fibres sont des droites projectives (lemme 2). Soit C une fibre de 0. Posons di = Li.C et 
supposons di > d 2 > • • • > d n+1 . Considérons la suite exacte : 

_^ N * c/X = Q% n — n X \c — = O c (-2) — 0. 

Le groupe Ext^^Cc^— 2), Oç n ) est nul et l'extension précédente est donc triviale. On 
en déduit d\ = — 2 et di = pour i > 2 puis, par les théorèmes de changement de base, 
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qu'il existe des fibres inversibles {Ei) 2<i<n+ i sur Y tels que Li = <p*Ei. On vérifie par 
restriction aux fibres que l'application 0*f2y — > L\ est identiquement nulle ; les sous- 
fibrés (fi*Qy et L 2 © • • • © L n+1 de Q x sont donc égaux et l'application Li — > ^ x /y es ^ 
un isomorphisme. On en déduit que T Y est totalement décomposé et on vérifie que la 
condition d'intégrabilité du théorème est satisfaite. Le fibré Li détermine une connexion 
intégrable sur et l'assertion souhaitée en résulte facilement. 

La suite de notre travail est consacrée à l'étude des variétés minimales dont le fibré 
tangent est totalement décomposé. 

Lemme 3. — Soient X une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est to- 
talement décomposé et T x = Mi © • • • © M n (n > 1) ladite décomposition. Soit H une 
section hyperplane de X. Alors MiH 71 " 1 < et si l'inégalité précédente est une égalité 
on a Ci(Mj) = 0. 

Démonstration.— La variété X n'étant pas uniréglée (corollaire 3) il existe une courbe 
lisse C G \mH\ n • • • fl \mH\ (m ^> 0) telle que le fibré Q X \c so ^ numériquement effectif 
([Mi]), c'est-à-dire telle que le faisceau inversible Oz(l) soit numériquement effectif, où 
Z = ¥ c (^î X \c)- Soit (Tj la section de Z — > C associée à la surjection tt X \c ~* ^-ï\c- 
On a donc ai(C).Oz(l) = CM' 1 > 0, ce qui prouve la première assertion. La seconde 
résulte du théorème de l'indice de Hodge puisque Mf = (lemme 1). 

Proposition 2 ([Bl] théorème G). — Soient X une variété projective lisse de dimen- 
sion n > 1 dont le fibré tangent est totalement décomposé et T x = Mi © • • • © M n 
ladite décomposition. On suppose qu'il existe une section hyperplane H de X telle que 
Mi.H 11 ^ 1 < pour 1 < i < n. Le revêtement universel X de X est alors isomorphe au 
produit D n où D = {z G C j \z\ < 1} et la décomposition de T x est induite par la 
décomposition canonique de T x . 

Lemme 4. — Soit X une variété projective lisse minimale dont le fibré tangent est to- 
talement décomposé. La composante neutre G du groupe des automorphismes de X est 
alors une variété abélienne. 

Démonstration.— Soit T x = M x © • • • © M n (n > 1) la décomposition de T x . On a 
H°(X,M,A = (0) sauf si le fibré M t est trivial (lemme 3). Soit k = h°(X,T x ) la dimen- 
sion de G et soit 0(x) une orbite de dimension minimale (x G X) en particulier fermée. 
Considérons les applications tangentes : 

Tc,id = H°(X,T X ) — > T ( x ),x — ► T X:X . 

L'application H°(X,T X ) — > T XjX obtenue est l'évaluation en x qui est injective. On 
en déduit que l'application Tc^ d — > To{x),x es t un isomorphisme puis que le morphisme 
G — >■ 0(x) est un revêtement étale fini. Les variétés G et 0{x) sont donc des variétés 
abéliennes de dimension k. 

Lemme 5 ([B2] proposition 2.1).— Soient X une variété projective lisse de dimension 
n > 2 et M un fibré inversible non trivial dont le première classe de Chern Ci(M) G 
H 2 (X, Z) est nulle. On suppose qu'il existe deux 1- formes non nulles a G H°(X, fl x ®M) 

Fi 



et lu £ H°(X,tt x ) telles que a A co = 0. Alors il existe un morphisme surjectif à fibres 
connexes X — > C vers une courbe lisse C de genre g{C) > 1 tel que u provienne par 
image réciproque de H°(C,Ûç). 

Soient X une variété projective lisse et X — C un morphisme surjectif vers une 
courbe lisse C. Le diviseur de ramification de est défini par la formule : 

D{4>) = ^<t>*P ~ {<t>*p)red\ 

on démontre que les sections du fibre <p*uc(D ((/))) sont holomorphes, i.e., (fi*uc(D((fi)) C 
tt x ([D] lemme 4.4). 

Lemme 6 ([B2]). — Soient X une variété projective lisse de dimension n > 2, X — C 
un morphisme surjectif vers une courbe projective lisse C et D un diviseur vertical. On a 
D 2 < et si D 2 = alors il existe r G Q* tel que rD G <p*Pic(C). 

Lemme 7.— Soient X une variété projective lisse de dimension n > 2 et X — C un 
morphisme surjectif vers une courbe lisse C . Soit L = (f>*uc(D((f))) C Qx où D((f>) est le 
diviseur de ramification de <fi. Si L est un sous-fibré du fibré cotangent et L 2 = alors 
les fibres de <fi sont lisses ou multiples de variétés lisses. 

Démonstration.— Ecrivons D(<f) = D v + • • • + D k (k > 1) o D ; = <J)*pi — (0*Pi) red , 
les points pi G C tant tous distincts et soit <p*pi = Y2j n i,jDij la dcomposition de la fibre 
schmatique <f>*Pi en somme de ses composantes irrductibles (jiij > 1). Le diviseur D{<p) 
est vertical et on a donc D 2 = pour tout entier i G {1, • • • , k} (lemme 6). On en déduit 
qu'il existe r\ G Q* tel que r^Di G 0*Pic(C) (lemme 6). On a donc n^j = n ijk = rii pour 
tout triplet (i,j,k) et Di = {rii — l)(<j)*pi) red . Prenons un point pi G C tel que la fibre 
schmatique <p*pi soit non rduite. Soient V C C un disque ouvert pour la topologie usuelle 
contenant le point Pi et U — 0~ 1 (l / ). On suppose que Pi est le seul point de V au dessus 
duquel la fibre est non rduite. En effectuant le changement de base local z h- > z n % puis 
en normalisant, on obtient un diagramme commutatif : 

U, U 



V 1 V 

o q est un revtement taie fini et 0i est un morphisme fibres rduites et connexes. L'inclusion 
L C Q x se relève en l'inclusion naturelle ^î^Vi C et le morphisme <f>\ est donc lisse, 
ce qui termine la preuve du lemme. 



Proposition 3.— Soient X une variété projective lisse minimale de dimension n > 1 dont 
le fibré tangent est totalement décomposé et M un facteur direct de ladite décomposition. 
Si Ci (M) = alors M est de torsion. 

Démonstration.— Soient Q x = L ± © • • • © L n la décomposition du fibré cotangent et 
H une section hyperplane de X. On suppose que l'un des facteurs Lj (1 < i < n) est de 
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première classe de Chern nulle mais pas de torsion. 

Un fibre inversible de torsion est trivialisé par un revêtement étale fini et un fibre 
inversible qui n'est pas de torsion le reste après ledit revêtement. On peut donc supposer 
que les fibres Li, • • • , L k sont de première classe de Chern nulles mais pas de torsion 
{k > 1) et que les fibres L k+1 , • • ■ ,L k+r sont triviaux. On a enfin LiH^ 1 > pour 
i > k + r + 1 (lemme 3). On a donc h°(X,Tx) — r et pour tout revêtement étale fini 
Z — >X on a h°(Z,T z ) =r. 

La théorie de Hodge fournit un isomorphisme antilinéaire if 1 (X, Li) ~ H°(X,Q X ® 
Lî 1 ) ([B2] 3.4) puisque ci(Li) = et on a donc iJ 1 (X, Li) ^ 0. Il existe alors deux 
1-formes non nulles a G H°(X,tt x <g> L^ 1 ) et u G #°(X,fi^) telles que a A eu = ([B2] 
théorème 2.2 et [S]) et un fibré inversible L C tel que a; G H°(X,L) (lemme 5). La 
1-forme a détermine une application injective Li — > Q x dont l'image sera notée M. La 
condition a A u = signifie que les deux sous-faisceaux L et M de Q x coïncident sur 
un ouvert non vide de X. Or il existe un entier m G {1, • • • ,n} tel que la projection 
M — > L m soit non nulle. La composante a m de a sur le facteur direct H°(X, L m ® L^ 1 ) 
de H°(X, fl x <S> L^ 1 ) est donc non nulle. La projection L — ► L m est également non 
nulle puisque les sous-faisceaux L et M de fl x coïncident génériquement. Notons u m la 
composante non nulle de u sur le facteur direct H°(X, L m ) de H°(X, Q x )- P &r cn °i x des 
formes a m et uj m on a a m A u m = 0. On en déduit qu'il existe un morphisme surjectif 

à fibres connexes X — C vers une courbe C de genre (?(C) > 1 tel que la forme tu m 
provienne par image réciproque de H°(C,Qç) (lemme 5). Les sous-faisceaux <p*uJc et L rn 
de fl x coïncident sur un ouvert non vide puisque u m G H°(X, L m ). On en déduit l'égalité 
L m = (p*uc(D((p)) où D((f>) est le diviseur de ramification de ([D] lemmes 4.1, 4.2 et 
4.4). Or L 2 m = (lemme 1) et les fibres de sont donc lisses ou multiples de variétés 
lisses (lemme 7). La courbe C étant de genre au moins 1, il existe un morphisme fini 
Ci C tel que l'indice de ramification de n en q G Ci soit égal à la multiplicité de la 
fibre <j)~ l (7r(q)) ([K-O] lemme 6.1). Soit X\ la normalisation du produit fibré XxqCi et 

soient X\ Ci et X\ X les morphismes natuels. Le morphisme <pi est lisse et tti est 
un revêtement étale. Les sous-fibrés 4>\ojc 1 et 7r^L m de Q x coïncident et le fibré © i7 i m 7r^Lj 
détermine donc une connexion sur <pi qui est automatiquement intégrable puisque Ci est 
une courbe. Le morphisme <f>i est donc analytiquement localement trivial de fibre F. 
De plus il existe un morphisme non nul n^Li — ► 7ilL m . On a donc vr^L m = 7r^L 1 (D) 
où D est un diviseur effectif. On en déduit que D est vertical puisque Ci^Li) = et 
nlL m = 4>\ujc 1 puis qu'il existe un fibré Mi sur Ci tel que n{Li = 4>\Mi. Remarquons 
enfin que g(Ci) > 2. Sinon Ci serait une courbe elliptique et puisqu'on a une application 
non triviale n^Li — > ^lL m = fâud le fibré L\ x serait donc trivial ce qui est contraire 
aux hypothèses. On a donc m ^ 1 et Ci(7r^L m ) ^ 0. 

Le fibré tangent Tp est totalement décomposé et F est minimale puisque Kp = K Xl , F . 
La composante neutre G du groupe des automorphismes de F est donc une variété 
abélienne (lemme 4). On a enfin h°(F,T F ) > h°(Xi,T Xl ) + 1 puisque la restriction 
du facteur -k\Li à F est triviale. Considérons le schéma en groupes Aut°(X 1 /Ci) au 
dessus de Ci dont la fibre au dessus d'un point p G Ci est la composante neutre du 
groupe des automorphismes de (p^ip). Ladite fibre est une variété abélienne isomorphe 
à G puisque les fibres de <f>i sont toutes isomorphes à F. Il existe donc un revêtement 
étale fini C2 — > Ci trivialisant ledit schéma en groupes. Cette assertion résulte de 
l'existence d'un espace de modules fin pour les variétés abéliennes munies d'une polari- 
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sation de degré donné et d'une structure de niveau n > 3. On en déduit que le groupe 
G agit sur le produit fibre X 2 — X\ C 2 puis que dimG = h°(F,Tp) < h°(X 2 ,Tx 2 ). 
Or h°(X 2 ,T X2 ) = h}{X u T Xl ) < h°(F,T F ) - 1 puisque la projection X 2 — > X 1 est un 
revêtement étale, ce qui donne la contradiction cherchée. 

Lemme 8.— Soit X une variété projective lisse de dimension n > 1. On suppose que 
la composante neutre G du groupe des automorphismes de X est une variété abélienne de 
dimension k > 1 et que l'application canonique H°(X,Tx) — > H°(X,fl x )* est injective. 
Il existe alors un revêtement étale fini G-équivariant G x F — > X , G agissant diagonale- 
ment sur G x F par translations sur G et trivialement sur F. 

Démonstration.— Soient A = H°(X, fl x )* /lm(Hi(X , Z)) la variété d'Albanese de X et 
x <E X un point de X. Considérons le morphisme d'Albanese : 



y ► [u^iï^] 

Le groupe G étant connexe, la représentation canonique G — > GL(H°(X,Q X )) est triv- 
iale et toute 1-forme holomorphe sur X est donc G-invariante. On en déduit que pour 
tout couple (y,z) e X x X et tout g G G on a [u h-> ou] — [eu h-> ou] dans A. 
Notons 0{x) l'orbite de x sous G. L'application : 

G ► A 

g — , [u~r x {x) "\ 

obtenue par composition de l'inclusion naturelle 0{x) C X et du morphisme d'Albanese 
est donc un morphisme de groupes algébriques indépendant du point x E X considéré 
et le morphisme d'Albanese est G-équivariant, G agissant par translations sur A via le 
morphisme G — >■ A. Notons que l'image de G — > A est une variété abélienne de di- 
mension k. En effet, l'application tangente dudit morphisme est l'application canonique 
H°(X,T X ) ®O g — ► H°(X,tt x y <g) G , qui est injective par hypothèse. On en déduit 
qu'il existe une sous-variété abélienne B C A de dimension dim(A) — k telle que le mor- 
phisme canonique G x B — > A soit étale fini ([Mu] théorème de Poincaré). Soient X\ 
le produit fibré X x& {G x B) et g la projection sur G. Le groupe G agit diagonalement 
sur le produit G x B en agissant par translations sur lui-même et trivialement sur B ; 
le morphisme G x B — > A est alors G-équivariant. On en déduit que G agit librement 
sur X 1 et que le morphisme q est G-équivariant. Il en résulte que X 1 est isomorphe, au 
dessus de G, au produit G x F, F étant une fibre de q, ce qui termine la preuve du lemme. 

Lemme 9. — Soient G une variété abélienne de dimension n > 1 et F une variété projec- 
tive lisse de dimension m > 1. Alors toute connexion sur la projection G x F — > F est 
intégrable. 

Démonstration.— Notons E C ^gxf ladite connexion. Le fibré E est trivial et il ex- 
iste donc des 1-formes Ui G H°(G x F, Og xF ) (1 < % < n) telles que E = Ogxf^i © • • • © 
xF^n- Soient /1, • • • , f n des fonctions holomorphes définies sur un ouvert de G x F. 



On a la formule : 

n n n 

d C^2 ^) = ^2 d fi a ^ + ^2 fi duj i- 

i=l i=l i=l 

Or duii = pour i G {1, • • • , n} puisque G x F est projective. On a donc dE C E A Og xf 
ce qui termine la preuve du lemme. 

Théorème 2. — Soit X une variété projective lisse minimale de dimension n > 1 dont 
le fibré tangent est totalement décomposé. Le revêtement universel X de X est alors pro- 
duit de surfaces de Riemann et la décomposition de Tx est induite par la décomposition 
canonique de T x . 

Démonstration.— Soit Q x = L 1 © • • • © L n (n > 1) la décomposition du fibré cotan- 
gent et soit H une section hyperplane de X. On a c 1 (L i )H n ~ 1 > (lemme 3) et si 
ci(Lj)iJ n_1 > pour tout i G {1, • • • , n}, la proposition 2 permet de conclure. Quitte 
à permuter les Lj on peut toujours supposer que les fibrés Li, • • • , L k (k > f) sont de 
torsion et que ci(Lj) ^ pour i > k + f (proposition 3). Il existe un revêtement étale 
fini de X trivialisant ces fibrés et il suffit donc de traiter le cas où lesdits fibrés sont 
triviaux. On a alors h°(X, L~ v ) = pour i > k+ 1 (lemme 3) et h°(X, T x ) = k. Soit G la 
composante neutre du groupe des automorphismes de X ; G est une variété abélienne de 
dimension k (lemme 4). L'application canonique H°(X,Tx) — > H°(X,Q X )* est injective 
et il existe donc un revêtement étale fini G x F -^-> X (lemme 8) où F est une variété 
projective lisse. Le morphisme p étant étale, on a ^Iq xF = p*iï x = P*L\ © • • • © p*L n 
et (p* Lj){p* H 71 ' 1 ) > pour i > k + 1 (lemme 3). Par hypothèse, les fibrés p*Li sont 
triviaux pour i G {1, • • • , k}. On en déduit h°(G x F^p*L^) = pour i > k + 1 puis 
h°(G x F, T GxF ) = k et h°(G x F, s*T F ) = où s désigne la projection de G x F sur F. 
Notons r la projection sur G. L'application s*Çl F — > p*L\ © • • • ®p*L k est identiquement 
nulle et les sous-fibrés s*VL l F et p*L k+ï © • • • © p*L n de £Iq xF sont donc isomorphes. On 
en déduit que l'application p*L\ © • • • © p*L k — > t*Tq est un isomorphisme. Soit x un 
point de F. Le fibré p*Li^ Gx ^ x y (k + 1 < i < n) est donc facteur direct du fibré trivial 
Ogx{x} © • • • © Ogx{x} et donc lui-même trivial. Il existe donc des fibrés Ei G Pic (F) 
(k + 1 < i < n) tels que p*Li = s*Ei. Soit H F une section hyperplane de F. On a donc 
EiHp' k > (lemme 3) puisque Ci(Lj) ^ pour i> k + 1. On a Q F = E k+1 © • • • © E n+1 
et la proposition 2 permet de conclure puisque le fibré p*Li © ■ • ■ © p*L k détermine une 
connexion intégrable sur la projection s (lemme 9). 

Remarque ([B2]).— L'hypothèse d'intégrabilité dans le théorème 1 est effectivement nécéssaire. 
En effet, notons X le produit A x P 1 où A est une surface abélienne. Il n'est pas dif- 
ficile d'exhiber une connexion non intégrable sur la projection canonique X — > A ; la 
décomposition de Tx ainsi obtenue ne se relève donc pas en la décomposition canonique 
du fibré tangent T x où X est le revêtement universel de X. 



RÉFÉRENCES 



[Bl] A.Beauville, Complex manifolds with split tangent bundle, Vol. en mémoire de 
M.Schneider, de Gruyter, à paraître. 

[B2] A.Beauville, Annulation du H 1 pour les fibres en droites plats, Lecture Notes in 
Math., 1507, 1-15, 1992. 

[D] S.Druel, Structures de Poisson sur les variétés algébriques de dimension trois, à 
paraître dans le Bulletin de la Société Math, de France. 

[K-O] S.Kobayashi, T.Ochiai, Holomorphic structures modeled after hyperquadrics, Tôhoku 
Math. J., 34, 587-629, 1982. 

[K] J.Kollâr, Rational curves on algebraic varieties Springer, Berlin— Heidelberg— New- 
York-Tokyo, 32, 1996. 

[Mi] Y.Miyaoka, The Chern classes and Kodaira dimension of minimal variety, Advanced 
Study in Pure Math., 10, 449-476, 1987. 

[Ml] S.Mori, Projective manifolds with ample tangent bundles, Ann. of Math., 110, 593- 
606, 1979. 

[M2] S.Mori, Threefolds whose canonical bundles are not numerically effective, Ann. of 
Math., 116, 133-176, 1982. 

[Mu] D.Mumford, Abelian Varieties, Oxford University Press, 1970. 

[S] C.Simpson, Subspaces of moduli spaces of rank one local Systems, Ann. Sci. École 
Norm. Sup., 26, 361-401, 1993. 

[W] J.Wisniewski, Length of extremal rays and generalized adjunction, Math. Z., 200, 
409-427, 1989. 



10 



